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Résumé— Dans cet article, la formulation de deux éléments finis de type coque volumique sera
présentée. Il s’agit d’un hexaédre a vingt nceuds et d’'un prisme a quinze noeuds obtenus a partir d’'une
approche purement tridimensionnelle. Ce concept saapie procure de nhombreux avantages par
rapport aux éléments finis traditionnels solides ou coques, puisqu’il consiste a combiner en une seule
formulation certaines bonnes caractéristiques des coques avec quelques bonnes propriétés des solides.
A noter que les éléments coques volumiques ainsi obtenus possedent une direction privilégiée, le long
de laquelle les points d’intégration sont disposés, et une intégration réduite dans le plan de I'élément
est adoptée pour réduire un certain nombre de verrouillages et pour augmenter I'efficacité de calcul de
ces éléments. Au travers de cas tests représentatifs, les performances de ces éléments sont montrées.

Mots clés — élément fini solidecoque, principe variationnel mixte, phénomenes de verrouillage,
intégration réduite, modes a énergie nulle, cas tests standards

1. Introduction

Pendant ces derniéres décennies, un progrés considérable a été réalisé dans le développement
d’éléments finis tridimensionnels capables of modéliser des structures minces (sans étre exhaustif, les
références [1%2] sont parmi les plus représentatives). En particulier, le couplage de certaines
caractéristiques propres aux cogues avec certaines propriétés relatives aux éléments finis solides s’est
révélé étre un moyen intéressant pour construire des modeles éléments finis tridimensionnels qui
puissent étre utilisés efficacement dans des applications structurales.

Le travail présenté ici concerne la formulation de deux éléments finis de type-cmijde obtenus
a partir d’'une approche purement tridimensionnelle. Ces éléments apportent de nombreux avantages
dans le calcul de structures de géométries complexes que l'on peut rencontrer dans différentes
applications industrielles. Notons que I'un de leurs principaux avantages est de permettre de mailler
des structures de formes géométriqgues complexes sans avoir les problemes usuels liés au raccordement
de zones maillées avec différents types d’éléments (éléments solides et coques, par exemple). Un autre
bénéfice important que procurent les formulations de type sobidee est d'éviter le recours aux
cinématiques complexes de coques ainsi que la gestion des degrés de liberté de rotations qui les
caractérisent. Les deux éléments finis de type salabpie développés ici représentent un hexaédre a
vingt noeuds et un prisme a quinze nceuds, ayant trois déplacements par nceud comme seuls degrés de
liberté. Ces éléments possédent une direction privilégiée, que l'on appelle “épaisseur”, qui est
perpendiculaire au plan moyen des éléments et le long de laquelle les points d'intégration sont
répartis. Ainsi, ils peuvent étre utilisés pour modéliser des structures minces tout en fournissant une
description précise des différents phénomenes dans I'épaisseur. Un schéma d’intégration réduite est
introduit pour atténuer certains phénomenes de verrouillage et pour augmenter l'efficacité des
éléments en termes de temps CPU.



Pour illustrer les capacités de ces éléments, leurs performances sont évaluées sur un ensemble de
cas tests variés, communément utilisés dans la littérature pour tester les formulations d’éléments finis.
Il est montré en particulier que ces éléments peuvent supporter des élancements importants, jusqu’a
500, et sont donc spécialement efficaces pour la simulation de problémes a flexion dominante.

Au travers de tests numériques sélectifs, il est montré que les éléments proposés sont plus
performants comparés a des éléments traditionnels purement tridimensionnels ayant des propriétés
similaires en termes de géométrie, interpolation et degrés de liberté.

2. Formulation des éléments de coques volumiques SHB15 et SHB20

Dans cette section, la formulation des éléments SHB15 et SHB20 sera développée. Compte tenu
d’'un certain nombre de similitudes, cette présentation sera faite conjointement pour les deux éléments
pour éviter de répéter les aspects communs de leurs formulations.

2.1. Cinématique et interpolation

Le SHB15 et SHB20 représentent respectivement un prisme a quinze nceuds et un hexaédre a vingt
nceuds. Basés sur une approche tridimensionnelle, ils n’ont que trois degrés de liberté de déplacement
par nceud. Cependant, une direction privilégiée est choisie, désignée comme celle de I'épaisseur,

perpendiculaire au plan moyen de ces éléments. De méme, une intégration réduite dans le plan est
adoptée ave@xn et 4xn_ points d'intégration pour le SHB15 et le SHB20, respectivement. En

d’autres termes, I'intégration dans le plan utilise seulement 3 points pour le SHB15 et 4 points pour le
SHB20, tandis que le nombre de points d’intégration a travers I'épaisseur rst d@@mme pour

leurs homologues linéaires SHB8PS et SHB6 [1, i3] peut étre défini librement par I'utilisateur, et
est généralement choisi égal a deux en élasticité et a cing en plasticité (voir Fig. 1).
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Fig. 1. Geométrie de référence pour le SHB15 et le SHB20 et position de leurs points d’intégratié)

Dans ces deux éléements isoparamétriques, les coordonnées spatiateles composantes du
champ de déplacement sont reliées aux coordonnées nodalgset aux déplacements nodauy,
respectivement, par les interpolations suivantes utilisant les fonctions de forme quadisticues

X =xN(&n7.4) » u=uN €nd) D

Dans les formules ci-dessus et dans la suite, la convention implicite de sommation sur les indices
répétés sera adoptée, & moins que précisé autrement. Les indices en minusatéed de 1 a 3 et
représentent les directions des coordonnées spatiales, tandis que ceux en majusnided de 1 a
15 pour le SHB15 et de 1 a 20 pour le SHB20 et correspondent aux nceuds de I'élément. Les formules

explicites des fonctions de forme quadratiques classifjesorrespondant a chacun des éléments
SHB15 et SHB20, peuvent étre trouvées par exemple dans la référence [14].



2.2. Opérateur gradient discrétisé

L'interpolation du champ de déplacement, a partir de I'Eq. (1), va permettre de définir le champ de
déformation et d’écrire la relation reliant le champ de déformation aux déplacements nodaux. En
différentiant I'Eq. (1), le tenseur de déformation linéaire s’écrit :

& =3(u, +u, ) =3 (WN, +uN) (2)

i

La combinaison de (1) avec les expressions des fonctions de forme conduit & un développement du
champ de déplacement sous la forme d'un terme constant, des termes linéajrestates termes

non linéaires impliquant les fonctiors , avec (e =1,...,11) pour le SHB15 e(a =1,...,16) pour le

SHB20. Pour I'élément SHB15, ce développement s'écrit :
{ui =a0i +aliX1+a2X2+a3X3+C1h1+C2h2+CBh 3+Ci4h 4-‘-(-':iJ"I 5+Cig‘I [;‘-Cll/ﬂl ;"CIQ ;CIQ 'A'C ij’(] 1-‘0-C ilﬂ 11
(€)

h=&. h=nl h=én h=& =& h=n"h=0 = h=nC h =& h=n

En évaluant I'équation ci-dessus aux nceuds de I'élément SHB15, on trouve les trois systemes a
quinze équations suivants :

L i=1,2,% ()

{di :aOiS+alel+a2X2+a3x3+clh1+c2h 2+C'Gh 3+Ci4h 4
+C5ih5+cﬁih6+c7|h7+08h 8+C9h 9+C1'J1 10+C 1b 11

ou les vecteurs a quinze composardet X, représentent les déplacements nodaux et coordonnéees
nodales, respectivement, qui sont définis ci-apsesth, (a =1,...,1) étant des vecteurs constants :

d;r :(uil’uiZ’ui3,"""ui15) ' X;r = Kl KZ )QB """15 (5)

Pour le SHB20, la méme démarche suivie ci-dessus pour le SHB15 conduit a des développements
pour le champ de déplacement similaires aux équations (3) a (5), a la différence que ces expressions
contiennent plus de termes (20 termes au lieu de 15), conduisant & des vecteurs a vingt composantes.

Pour déterminer les constantes inconnaie®t ¢, qui apparaissent dans I'Eq. (3), les dérivées des
fonctions de forme, évaluées a I'origine du repére de référence, sont introduites :
b, =Ni(0)=a—l\I i=1,2,3 (6)
Y ox le=n=¢=0
ou le vecteuN contient les composantd$, des fonctions de forme. Des expressions explicites pour
les vecteursb; peuvent étre déduites, ce qui permet de démontrer des relations d’orthogonalité
impliquant les vecteur§; ,s, x, et h,. L’exploitation de ces relations d’orthogonalité nous permet

ensuite de déterminer les constardgset ¢, comme :
a, =b' [, c, =7y @ (7)
ji j i ! ai a i
ou les vecteurg,, s’expriment en fonctions des coordonnées nodgles

A ce stade, on peut déduire les expressions du gradient de déplacementtde I'opérateur

gradient discrétis® (reliant la déformation aux déplacements nodayxu =BJ)d ), qui s’écrivent :

u, =(b7+h, vl )@, 8)



b] +h, 7] 0 0 |
0 b; + ha'yy; 0
B = 0 0 bz + ha,zy; ©)
b, +h, v, by +h v, 0
T T T T
0 bz + ha,zya by + ha,yya
by +h, v, 0 by +h, v, |

2.3. Principe variationnel

Le principe variationnel mixte de HWashizu, qui avait été utilisé pour la formulation des
éléments de coques volumiques SHB8PS et SHB6 [1, 13], est considéré de nouveau ici. Plus
précisément, une forme simplifi€ée de ce principe, comme décrite dans [15], est adoptée :

n(e) = [ o' 6 dQ-5d" 1% =0 (10)
Qe

ol J représente une variatiom, le taux de déformation postulée,la contrainte évaluée a partir des
équations constitutivesd les vitesses nodales &t les forces nodales externes. La méthode de
déformation postulée consiste a choisir un opéraBguobtenu par projection de I'opérateur gradient

discrétiséB, tel ques =B [ . L'objectif de cette méthode est d’éliminer la plupart des phénomeénes

de verrouillage (en cisaillement, en membrane, etc.) qui peuvent étre rencontrés, particulierement dans
les éléments de faible degré. Bien que cette technique ait été montrée cohérente, d’'un point de vue
variationnel, avec le principe variationnel de -M{ashizu [15], aucune méthode générale et
systématique n'a été proposée pour construire des champs de déformation postulée adéquats.

En remplacant le tenseur des contraintedans I'Eq. (10) par la loi de Hooke=C[%, ou C est
la matrice d’élasticité, et en utilisant la relatiere B [d , on trouve :

K.=[B'@BdQ , f"=[B"H() dQ (11)
QE QE

oll K etf™ représentent la matrice de rigidité et le vecteur des forces internes, respectivement.

Due a I'absence d’un verrouillage significatif dans les éléments finis quadratiques proposeés, sur les
cas tests considérés, aucune projection n'a été appliquée aux opérateurs gradients discrétisés

correspondants, ce qui revient a prenBire B dans I'Eq. (11) ci-dessus.

3. Tests numériques et évaluation de performances

3.1. Test d’évaluation des limites d’élancement

Ce test linéaire avait été spécialement congu pour évaluer I'élancement maximum admissible des
éléments sur un probleme de flexion d’'une poutre console. Ce test avait été précédemment appliqué a
I'élément solidecoque linéaire SHB8PS [16] pour évaluer son comportement lorsque des maillages
irréguliers, non structurés sont utilisés et pour analyser de potentiels phénomeénes de verrouillages
dans la limite d’élancements importants pour I'élément. La géométrie de la poutre console est montrée
en Fig. 2, ou les données relatives aux maillages régulier et irrégulier sont spécifiées.

Dans cette analyse, la longueur et la largeur de la poutre sont fixe400, | =10; tandis que

I'épaisseurt est un paramétre variable. Les propriétés élastiquesEsor@i8, 25¢x 16 et v =0,3. Un
effort de flexion,P = 4, est appliqué a I'extrémité libre de la poutre et les résultats sont normalisés par
rapport a la solution de référence ; cette derniére est analytique donnée par la théorie des poutres.



oL 030

0L oL B 1 A B i M e
5

A

03L0 SLGSLQ_iQ_i 07L
5|5 f?! 5| 5| 6
03L

z

=

07L 07L
| 5 5 5

=
e

T

Fig. 2. Test de I'élancement limite : géométrie et description de maillages pour la poutre console.

Pour les éléments hexaédriques, un maillage fixel@eéléments avec un seul élément dans
I'épaisseur est utilisé pour les deux cas de maillages (régulier et irrégulier). Pour le maillage régulier,

chaque élément est un cab@x 10 (i.e., | =10 est le coté du carré, et=1/t représente I'élancement

variable). Une définition similaire de I'élancement est adoptée pour le maillage irrégulier (voir Fig. 2).
Pour les éléments prismatiques, la méme procédure qu’avant est suivie ; ainsi, chaque hexaédre est
divisé en deux éléments prismatiques, tout en maintenant une seule couche d'éléments le long de
I'épaisseur. Le déplacement vertical normalisé au péinpour différents élancements est reporté

dans le Tableau 1, pour le maillage régulier, et dans le Tableau 2 pour le maillage irrégulier.

Elancement HEX20 SHB20 PRI15 SHB15
(r=/o u, /u u, /u u, /u u, /u
1 1,005 1,009 1,000 1,009
10 0,984 0,998 0,975 0,997
100 0,951 0,997 0,967 0,995
200 0,959 0,996 0,953 1,019
333 0,998 0,860 0,988
500 1,004

Tableau 1. Déplacement normalisé au point A pour le maillage régulier

Dans les Tableaux 1 and 2, les éléments coques volumiques proposés sont comparés a leurs
homologues complétement tridimensionnels notés PRI15 et HEX20. Ces derniers éléments sont
classiques et désignent les éléments solides standards a intégration compléte avec quinze et vingt
nceuds, respectivement. On peut observer que les éléments de coques volumiques proposés ont de bien
meilleures performances que leurs homologues purement tridimensionnels, particulierement pour les
maillages irréguliers. Dans ce test et pour le maillage régulier, I'élancement admissible est d’environ
500 pour le SHB20 et 333 pour le SHB15. Par contraste, la qualité des résultats des éléments solides
traditionnels commence a décliner pour des élancements bien plus faibles, et ceci est encore plus
marqué pour des maillages distordus (voir Tableau 2).



Elancement  HExo0 SHB20 PRI15 SHB15

ALY Y Y Y
1 0,981 1,010 0,974 0,985
10 0,682 0,997 0,871 0,945
100 0,345 0,995 0,832 0,944
200 0,294 1,002 0,832 0,944
333 0,251 0,984 0,878 0,926

Tableau 2. Déplacement normalisé au point A pour le maillage irrégulier

3.2. Test de flambage d’un cylindre sous pression externe

Ce test représente une analyse de stabilité linéaire d’'un cylindre qui est libre & ses extrémités et qui
est soumis a une pression externe uniformément distribuée. Ce probleme permet aussi de vérifier la

formulation de la matrice de raideur geometriglg. En effet, dans cette analyse de flambage

linéaire, la pression critique d’Euler est déterminée ainsi que le mode de flambage correspondant. Cet
état critique est associé a la plus faible pression qui rend la matrice de rigidité globale singuliére et est
classiquement obtenu par la résolution du probleme aux valeurs propres généralisé suivant :

(K, +AK )X =0 (12)

Cc

dans lequelA_  est la charge critique de flambage X{ est le mode de flambage associé. Les
parametres géométriques et matériaux pour ce test sont (voir Fig. 3) : la lohgu@urle rayon
R=2, I'épaisseure = 0,02, le module d’YoungE = 2x10" et le coefficient de Poissan= 0, 3.
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Fig. 3. Flambage d'un cylindre sous pression externe : modes de flambage n° 2, 4 et 6 et exemple d’un maillage
(20x30x1)x2 avec des éléments prismatiques.

Les solutions de référence utilisées pour la comparaison sont analytiques, données par Timoshenko
et Gere [17] et Brush et Almroth [18]. Compte tenu de la symétrie, seul un huitiéme du cylindre est
modélisé et les conditions aux limites de symétrie sont appliquées, ce qui restreint aussi I'analyse aux
modes de flambage symétriques (i.e., modes 2, 4 et 6 comme montrés en Fig. 3). La pression critique

correspondant®, est donnée par I'expression analytique suivante :
En® (e
P =——— (—) , N=2, 4, ¢ (13)
12(1-v*)\R

Les résultats obtenus pour les trois modes €, 4 et 6) sont reportés dans les Tableaux 3 et 4
en termes de pression critique normalisée par rapport a solution analytique de référence.



Mode 2 Mode 4 Mode 6
(2) (2) (4) (4) (6) (6)
Pcr /R:r(ref) Pcr /R:r(ref) I:i:r /R:r(ref)

Maillage
PRI15 SHB15 PRI15 SHB15 PRI15 SHB15
(10x10%1)x2 1,31 1,43 1,35 1,45 1,42 1,50
(12x10%x1)x2 1,14 1,17 1,16 1,18 1,20 1,20
(14x10%x1)x2 1,07 1,08 1,08 1,08 1,11 1,09
(16x10%x1)x2 1,03 1,03 1,04 1,04 1,06 1,04
(20x10%x1)x2 1,00 1,00 1,01 1,00 1,02 1,00

Tableau 3. Pression critique normalisée pour le cylindre mince sous pression externe (éléments prismatiques)

Mode 2 Mode 4 Mode 6
2 2 4 4 6 6
PO/ RO/ RO/RY,
Maillage
HEX20 SHB20 HEX20 SHB20 HEX20 SHB20
3x3x1 53,33 1,00 70,58 1,05 51,73 1,26
4x4x1 17,27 0,99 21,14 1,01 25,92 1,07
5x5x1 7,60 0,99 8,76 0,99 10,48 1,02
6x6x1 4,16 0,98 4,61 0,99 5,31 1,00
7x7x1 2,70 0,98 2,91 0,99 3,24 0,99

Tableau 4. Pression critique normalisée pour le cylindre mince sous pression externe (éléments hexaédriques)

Similairement a la discussion précédente, le Tableau 3 révéle que le SHB15 exhibe une vitesse de
convergence comparable a celle du PRI15 sur ce cas test. Au contraire, le Tableau 4 montre que le
SHB20 a une précision remarquable pour des maillages grossiers et affiche une performance bien
meilleure que celle de son homologue standard tridimensionnel HEX20.

3. Discussion et conclusions

Deux nouveaux éléments finis de coques volumiques quadratiques ont été formulés et testés sur un
ensemble sélectif et représentatif de cas tests standards. L'idée est de partir d'une approche purement
tridimensionnelle dans laquelle on incorpore certaines propriétés essentielles des éléments finis
coques. Par exemple, les points d'intégration disposés selon la direction de I'épaisseur avec une
intégration réduite dans le plan contribuent & réduire les phénoménes de verrouillage tout en
augmentant l'efficacité des éléments. L'utilisation d’'un repére local pour I'écriture de la loi

constitutive contribue aussi a réduire le verrouillage en cisaillement transverse.

L’évaluation sur des cas tests a montré une trés bonne performance des éléments finis coques
volumiques proposés. Dans les benchmark testés, le SHB15 montre souvent une meilleure
convergence, voire une convergence similaire a celle de son homologue tridimensionnel PRI15 ; en
revanche, il autorise des élancements bien plus importants. Le SHB20 montre une performance
remarquable en termes de précision, avec des maillages grossiers, et se montre toujours plus
performant et plus efficace que son homologue purement tridimensionnel HEX20.
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