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Résumé : Ce travail concerne le développement d’une
nouvelle famille d’éléments finis (EF) de type coques
volumiques quadratiques. Deux éléments seront présentés,
un hexaédre a vingt nceuds et un prisme a quinze nceuds,
qui sont formulés & partir d’une approche purement
tridimensionnelle. La performance de ces éléments sera
montrée a travers I’analyse de problémes structuraux variés.

Abstract: This work is concerned with the development of a
new family of solid-shell finite elements. Two elements
will be presented, a twenty-node hexahedron and a fifteen-
node prism, which are formulated based on a purely three-
dimensional approach. The performance of these solid—
shell elements will be shown through the analysis of
various structural problems.

Mots-clés : Eléments finis coques volumiques, Principe
variationnel mixte, Phénomenes de verrouillage, Intégration
réduite, Modes de hourglass, Cas tests standards.

1. INTRODUCTION

Un effort considérable a été consacré ces derniéres
années au développement d’éléments finis tridimensionnels
capables de simuler efficacement des structures minces.
Ces formulations 3D ont beaucoup d’avantages; en
particulier, ils évitent le recours aux métriques complexes
de coques, ils utilisent des lois de comportement
compléetement 3D, ils permettent de suivre I’évolution
d’épaisseur, ils simplifient le traitement des grandes
rotations, ils rendent automatique la connexion entre
éléments solides et éléments de structures puisque les
déplacements y sont les seuls degrés de liberté, et
permettent des conditions de contact naturelles sur les deux
faces de la structure. La plupart des travaux réalisés pour
développer ce nouveau concept de coques volumiques se
basent sur des champs de déformation postulés ‘enrichis’
(voir [1-6]), et consistent soit a utiliser un schéma
d’intégration conventionnel avec traitement approprié des
phénomeénes de verrouillage, soit a adopter un schéma
d’intégration réduite avec contrdle des modes de hourglass.
Les deux approches ont été largement étudiées et évaluées
sur des problémes structuraux variés (voir [7-9]).

Par ailleurs, I’avénement d’outils libres de génération de
maillage, qui ne générent pas que des hexaedres, et pour
étre capable de mailler des structures de géométries
complexes, il est nécessaire de disposer de versions
complémentaires hexaédriques et prismatiques pour ces
éléments de coques volumiques. Dans des travaux
antérieurs, nous avions développé deux éléments coques
volumiques complémentaires & interpolation linéaire
nommés SHB8PS et SHB6 [10, 11]. Dans cette étude, une
alternative est proposée avec des versions quadratiques
nommées SHB20 et SHB15, qui seront présentées et
évaluées dans ce qui suit.

2. FORMULATION DU SHB15 ET SHB20
2.1 Cinématique et interpolation

Les éléments SHB15 et SHB20 représentent un prisme a
15 nceuds et un hexaedre a 20 nceuds, respectivement.
Basés sur une approche purement 3D, ils possédent
uniquement 3 ddl de déplacements par nceud. Cependant,
une direction privilégiée est désignée comme celle de
I’épaisseur, perpendiculairement au plan moyen de ces
éléments. De méme, une intégration réduite dans le plan est

utilisée avec 3xn_ et 4xn_ points d’intégration pour le

SHB15 et SHB20, respectivement. En d’autres termes,
I’intégration dans le plan utilise 3 points pour le SHB15 et 4
points pour le SHB20, tandis que dans la direction de

I’épaisseur, on utilise n_ points d’intégration. Ce nombre

n_ peut étre librement choisi par I’utilisateur : en élasticité,

int

le choix de n_ =2 est suffisant, alors qu’en plasticité 5

points minimum sont préconisés (voir [10, 11]).
Dans ces deux éléments isoparamétriques, les coordonnées

spatiales x, et les déplacements u, sont reliés aux
coordonnées nodales x, et déplacements nodaux u, , resp.,

via les fonctions de forme quadratiques N, :
Xi :Xi|N|(§’77!él) 1 ui :ui|N|(§l77!é/) (l)

Dans I’équation ci-dessus et dans la suite, la convention de
sommation sur les indices répétés sera adoptée. Les indices
en minuscules i varient de 1 a 3 et représentent les
directions des coordonnées spatiales, ceux en majuscules |

varient de 1 a 15 pour le SHB15 et de 1 a 20 pour le SHB20
et correspondent aux nceuds de I’élément. Les expressions

explicites des fonctions de forme quadratiques N, ainsi que

les coordonnées et poids des points de Gauss, pour les
SHB15 et SHB20, peuvent étre trouvés dans [12].

2.2 Opérateur gradient discrétisé

La combinaison de (1) avec I’expression des fonctions
de forme conduit au développement du champ de
déplacement en une somme d’un terme constant, des termes

linéaires en x et des termes non linéaires h , avec
a=1,...,11 pour le SHB15 et « =1,...,16 pour le SHB20 :

u=a,+ax+ax +ax+ch, a=1.,11/16 (2)
Evaluant (2) aux nceuds, on obtient les systémes suivants :

d=as+ax +ax,+ax,+ch , a=1.,11/16 (3)
ou les vecteurs d, et x, contiennent, respectivement, les

composantes u, des déplacements nodaux et ceux x, des
coordonnées nodales (1 =1,...,15 ou | =1,...,20), alors que
s et h, (¢=1..110ua=1,..,16) sont des vecteurs

constants, obtenus analytiquement pour chacun des deux
éléments SHB15 et SHB20. Pour déterminer les constantes

inconnues a et c_, on introduit les dérivées des fonctions
de forme évaluées a I’origine du repére de référence :



b, =N (0) _N

Xi |e=p=¢=0

i=1,2,3 )

ou le vecteur N contient les composantes N, des fonctions

de forme. Des expressions explicites pour les vecteurs b,
peuvent étre trouvées, ce qui permet de démontrer des
relations d’orthogonalite impliquant les vecteurs b, , s, x,

et h_ . Utilisant ces relations d’orthogonalite, on détermine

les constantes a et ¢, comme:
, C =y -d, (5)
al a 1

ou les y_ sont fonctions des coordonnées nodales x, .
A ce stade, on peut déduire les expressions du gradient de
déplacement u :(ij +hmyz)-dl et de Iopérateur

a =b -d
ji j i

gradient discrétisé B qui relie le champ de déformation
aux déplacements nodaux par la relation V (u) =B-d :

] +h v 0 0
T T
0 bl +h y! 0
0 0 bl +h v
B = T T T T (6)
by + htl‘yya bx + ho{,xya 0
0 bl +h, vy b; + hwyz
| b, +h,.7) 0 b, +h v, |

2.3 Principe variationnel

Le principe variationnel mixte de Hu-Washizu, utilisé
pour la formulation des éléments de coques volumiques
linéaires SHB8PS et SHB6 [10, 11], est considéré ici. Sa
forme simplifiée proposée par Simo et Hughes [13] s’écrit :

(€)= [ 5% 6 dQ-sd" £ =0, @

Q
e

ol & est une variation, € le taux de déformation postulée,

ext

o la contrainte, d les vitesses nodales et f* les forces
nodales externes. La méthode de déformation postulée
consiste a choisir un opérateur B, obtenu par projection de

I’opérateur classique B, tel que €=B-d. Le but est
d’éliminer les phénomenes de verrouillage (cisaillement,
membrane,...) qui sont rencontrés, spécialement dans les
éléments de bas degré. Cette technique a été justifiée, d’un
point de vue variationnel, dans le cadre du principe de Hu-
Washizu [13]; cependant, aucune méthode systématique
n’est donnée pour déduire un champ de déformation postulé
adéquat. Remplagant la contrainte dans (7) par la loi de
Hooke ¢ =C-€, 0u C est la raideur élastique, on obtient :

K, =[B-CBdQ, "= [B -o(¥)dQ 8)
Q Q

ou K, et f™ représentent la matrice de raideur et le

vecteur des forces internes, respectivement. Due a I’absence
d’un verrouillage significatif dans les éléments finis
quadratiques proposés, sur les cas tests considérés, aucune
projection n’a été appliquée a [I’opérateur gradient
discrétisé, ce qui revient a prendre B = B dans I’équ. (8).

3. EVALUATION SUR DES CAS TESTS
3.1 Test de I’hémisphere pincé

Ce cas test de coque doublement courbée, qui a été
souvent utilisé pour évaluer le comportement en flexion
inextensionnelle de coques, est devenu trés populaire
depuis qu’il a été introduit par MacNeal et Harder [14]. Ce
test est connu pour étre sévére car les phénoménes de
verrouillage en cisaillement transverse et membrane sont
dominants et accentués par la géométrie du probleme
(éléments courbes et distordus). La Fig. 1 montre la
géométrie, le chargement et les conditions aux limites pour
ce probléme de coque élastique mince (R/t = 250).

E = 6.825x107
v=0.3
R=10

thickness = 0.04
F=1

free
@ ()
Fig. 1. Hémisphere pincé : géométrie et propriétés matériau.

Par symétrie, un quart du probléme est maillé avec un seul
élément dans I’épaisseur. Les résultats sont donnés dans les
Tableaux 1 et 2 en termes de déplacements normalisés au
point A dans la direction Ox en fonction du nombre
d’éléments. Pour les EF hexaédriques, la nomenclature de
maillage consiste en un maillage 3x(NxNx1), ou un quart de
I’hémisphére est divisé en trois zones contenant chacune
(NxNx1) éléments (voir Fig. 1 pour un exemple de maillage
3x(4x4x1)). Pour les EF prismatiques, en divisant chaque
hexaedre en deux prismes, en maintenant un seul élément
dans I’épaisseur, la nomenclature devient (3x(NxNx1))x2.

Tab. 1. Déplacement normalisé en A (EF prismatiques).

_ PRI15 SHB15
Maillage ux/u;ef ux/uxref
(3x(5%5x1))x2 0,229 0,168
(3x(10x10x1))x2 0,795 0,708
(3x(15x15x1))x2 0,954 0,934
(3%(20x20x1))x2 0,981 0,974
(3x(25%25x1))x2 0,993 0,992

Tab. 2. Déplacement normalisé en A (EF hexaédriques).

_ HEX20 SHB20
Maillage ux/u;ef ux/u;ef
3x(1x1x1) 0,001 0,115
3x(2x2x1) 0,014 0,564
3x(3x3x1) 0,065 0,927
3x(4x4x1) 0,177 0,985
3x(5x5x1) 0,342 0,997

Les résultats ci-dessus montrent que les EF prismatiques
ont une convergence similaire sur ce test, tandis que les EF
hexaédriques convergent plus rapidement, avec une bien
meilleure performance pour le SHB20 comparé au HEX20.



3.2 Test du cylindre pincé avec diaphragmes

Une coque cylindrique chargée en son milieu par une
paire de forces verticales concentrées est considérée ici
(voir Fig. 2). Ses deux extrémités sont recouvertes par des
diaphragmes rigides qui n’autorisent que des déplacements
radiaux. Ce test a été traité par plusieurs auteurs, parmi eux
Belytschko et al. [15] et Chen et Wu [4]. 1l est considéré
comme un test sélectif car il a ét¢ montré que le
verrouillage en cisaillement est plus sévere que celui en
membrane. La géométrie et les paramétres matériau sont
décrits dans la Fig. 2.

E=3x10°
p v=0.3
R =300
L=600
h=3
P=1

Fig. 2. Cylindre pincé : géométrie et propriétés matériau.

|me rigide

Par symétrie, seulement un huitiéme du probléme est maillé
en utilisant différents maillages NxNx1 pour les EF
hexaédriques et (NxNx1)x2 pour les EF prismatiques. Un
exemple de maillage avec (10x10x1)x2 EF prismatiques est
montré en Fig. 2. Le déplacement vertical au point A,
normalisé par rapport a la solution de référence, est reporté
dans les Tableaux 3 et 4 pour différents maillages.

Tab. 3. Déplacement normalisé en A (EF prismatiques).

_ PRI15 SHB15
Maillage uz/uzref u, /uzref
(10x10x1)x2 0,625 0,646
(15x15x1)x2 0,838 0,913
(20x20x1)x2 0,919 0,951
(25%x25x1)x2 0,956 0,996

Tab. 4. Déplacement normalisé en A (EF hexaédriques).

) HEX20 SHB20
Maillage uz/uzref u, /uzref
4x4x1 0,140 0,883
6x6x1 0,328 0,961
8x8x1 0,523 0,979
10x10x1 0,675 0,990

Les résultats ci-dessus révélent encore une fois une
convergence similaire pour les EF prismatiques, avec une
performance Iégérement meilleure pour le SHB15. Pour les
EF hexaédriques, on peut remarquer, d’une part, que leur
performance est bien meilleure que celle des prismatiques,
et d’autre part, que le SHB20 affiche un taux de convergence
significativement meilleur que celui de I’HEX20.

4. DISCUSSION ET CONCLUSIONS

Deux nouveaux EF de coques volumiques quadratiques
ont été formulés et testés sur un ensemble sélectif et
représentatif de cas tests standards. L’idée est de partir
d’une approche purement 3D dans laquelle on incorpore
certaines propriétés essentielles des EF coques. Par
exemple, les points d’intégration disposés selon la direction
de I’épaisseur avec une intégration réduite dans le plan
contribuent a réduire les phénomenes de verrouillage tout
en augmentant I’efficacité des éléments. L utilisation d’un
repére local pour I’écriture de la loi constitutive contribue
aussi a réduire le verrouillage en cisaillement transverse.
L’évaluation sur des cas tests a montré une trés bonne
performance des EF coques volumiques proposés. Si dans
certains tests, le SHB15 montre une convergence similaire a
celle de son homologue 3D PRI15, il autorise en revanche
des élancements bien plus importants. Le SHB20 montre
une performance remarquable en termes de précision, avec
des maillages grossiers, et aussi en termes d’efficacité.
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