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ANALYSE DE STABILITE DES EVOLUTIONS
QUASI-STATIQUES DE SYSTEMES STANDARD
DISSIPATIFS

F. ABED-MERAIM*, Q.-S. NGUYEN**

EQUATIONS D’EVOLUTION

On considére le cadre général des matériaux standar

généralisés [6] définis a partir de la donnée deaxd
potentiels (énergie libre et dissipation). Cettedéization
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INTRODUCTION

Cette étude est consacrée a la stabilité de Iansépquasi-
statique de systemes standard dissipatifs (visastigLes,
visco-plastiques ou élasto-plastiques). Dans le das
solides visqueux (visco-élastiques ou visco-plasty),
pour lesquels la réponse a une sollicitation espaitie
différée dans le temps, I'absence d’équilibre nsuggére
naturellement d’étudier la stabilité de leurs étiohs
quasi-statiques. Dans le cas de solides élasttieplas,
cette approche est motivée par le fait que, biarvemt,

nous sommes en présence d’'une réponse quasi-statiqu

pour un trajet de chargement donné; méme si
évolution représente une succession d'états di .
Cette notion de stabilité au sens des trajectastsdonc
plus générale que celle d’'un équilibre, plus comémuent
étudiée en mécanique. Elle généralise d’aillelgtutle de
stabilité d’un état d’équilibre, qui peut étre vantme un
cas particulier de trajectoires. La principale idiffté
rencontrée dans l'analyse de stabilité de solutinoe-
stationnaires vient du caractére non autonome @igstiéns
différentielles gouvernant leur évolution. Quelquésultats
partiels, mais beaucoup moins généraux que leéh@mde

largement discutée en visco-élasticité [4]. Si liote par

et les variables internes, les équations d'évatutioiasi-
statique sont données par I'équation différentigdieBiot :

W, (q) + D, (4) = F (a,4,4) (1)
Dans cette équatioWV(q) , D(q) et F(q,4,A4) désignent,

respectivement, le potentiel d’énergie libre, leeptiel de
dissipation et les efforts extérieursi(t) est un parametre

de chargement. Sj est le paramétre de déplacement, alors

(1) représente I'équation d’équilibre obtenue paprincipe
des travaux virtuels (sans les termes d’inerti@ysfueq
désigne un paramétre interree, la force extérieureF
associée est nulle, et I'on obtient la relatiorvante :

W, + Dy =0 @)

. Ceg\%trement dit, pour une telle variable interne, ftace

thermodynamique définie pak = -W, satisfait aussi la
relation A = D, . L'équation (2) traduit donc I'équilibre

des forces internes réversibles et dissipativesfaliteque
les variables internes peuvent modéliser des phénes
physiques trés variés, et que les forces interssece&es
sont définies simplement a partir des potentieEnelgie
libre et de dissipation explique le grand inté@t’dquation
de Biot qui couvre la plupart des lois usuellesvikeo-

stabilit¢ de Lyapunov pour un équilibre, peuvente ét Plasticité et de plasticité. Ce cadre d'étude indtucas
trouvés pour des systémes linéaires non autonosies [9éneral de potentiels non linéaires et, en particue cas
[12]. Ainsi, I'application de la méthode de linéation de d'un potentiel de dissipation homogene de degréilest

Lyapunov ne donne qu’une réponse partielle, ca ed
s'applique que pour des systémes suffisamment isggul

une fonction convexe mais non différentiable. Daes
dernier cas, il a été montré que I'analyse conwstde bon

d'une part, et conduit & des équations non autospmé&adre matheématique pour étendre I'quation de Biot
d’autre part. Pour les solides visco-élastiquesusno Potentiels convexes mais non différentiables. Daes

appliquons cette méthode de linéarisation qui rbusne
une condition de stabilité asymptotique basée ad€éfinie
positivité de la seconde variation de I'énergig [2]. Pour
des solides a potentiel de dissipation moins régudilasto-
plastiques ou visco-plastiques, une approche

contexte, la dérivéeD’q, dans I'équation (1), doit étre
comprise au sens de sous-gradient.
I'équation A =D est une équation différentielle reliant

PRYs forces motricesA aux flux &, connue dans la

estimations directes est appliquée et nous donre Ugptérature comme I'équation complémentaire. |l sstivent

condition suffisante de stabilité basée sur latpaitsi de la

plus pratique de raisonner sur des équations diffélles

seconde variation de I'énergie le long de la répongiobales. Pour cela, les équations locales préoésliamnt
considérée [3]. Ce critere unifié représente urtersston du  gtre réécrites sous une forme globale condenséglisant
critere de seconde variation, bien connu en thédee |es potentiels globaux d'énergie libre et de distin :

stabilité élastique, au cas de stabilité d'évohaiquasi-
statiques. Plus récemment, une version étendue

de W@=|W@dv , D@=]b@dv @)

I'équation d'évolution de Biot a été considérée pou '¢quation d’évolution se met sous la forme compact

discuter la stabilité d'une réponse quasi-statigaes le

cadre de matériaux standard généralisés [3]. Ontraon

également que pour les théories a gradients cettatién
reste valide, puisque les gradients d'ordres sepesi

peuvent étre introduits dans les expressions des< de

potentiels (énergie libre et dissipation). Ainsétuide de
stabilité d'une évolution quasi-statique gouverngar
'équation de Biot étendue a été discutée [3],
permettant de faire une généralisation du critérstdbilité
de seconde variation de I'énergie.

SW(a)+3D(@) = (W, +D,)Bq =FBq  (4)
Parexemplelesforcesextérieures’écrivent classiquement

F[&Sq=LF(A)B§qu+LQT(/l)D§q ds (5)
Il est & noter que pour un milieu continu déformaliés

variables d’'étay représentent des champs de tenseurs. Ces

nougerniers peuvent représenter le déplacement ealégbles
internes mais également leurs gradients. On a #éontr

récemment que le cas de gradients d’ordres supgfi0]

En particulier,



est également inclus dans cette modélisation [3s Lqui est une équation différentielle non-autonome 4.
théories du second gradient en élasticité ou estipi@@ Dans ces conditions, le théoréme de Lyapunov né e
ainsi que le modéle a champ de phase peuvent &$remp s’appliquer car il est valable pour des équations
compte dans le méme esprit (voir pour plus de Bdtaréf. différentielles a opérateur indépendant du tempse. E
[3]). Pour discuter la stabilité de tels modélesv@ynés par prenant en compte le caractére non-autonome duéoneb
I'équation de Biot étendue (4), on décompose lgseo on obtient le résultat suivant (voir [1], [2] poues

externesF en parties conservativé® et dissipative® ~ développements complets). Sila forme bilinéaiieaste :

admettant, respectivement, comme énergie potentiefl Wc?q _%%D,gq >0 ,0t>0 (10)
et comme potentiel de dissipatid?’ de telle sorte que : ~ €st uniformément définie positive pour tout, alors
F(q’q,/]):Fc(q’/]).;.Fd @.4) I'évolution fondamentale q°(t) est asymptotiquement
c c d d _(6) stable. Il est a noter que ce résultat de stapiii@me s'il
@A) =-Pq@A) , I QA)=Py 44 utilise le systéme linéarisé, est valable pour deb@me

Cespotentielsserontregroupéswveclesnotations suivantes : gj](céf\{olution dde dépa(rjt qui est non lineaire. De m{é%{;@
— _ c = v d,. ifférence du cas de systémes autonomes traitédepar
W(q,_A) —W(q)+P_(q,/1) » D@.A) =@+ @A) théoreme de Lyapunov, il n'y a pas de résultatsgaix
ol W(q,A) et D(g,A) désignent, respectivement,pour conclure a l'instabilité d’'un systéme donné pae
l'énergie potentielle totale et le potentiel desipation total €duation différentielle non-autonome telle que (&)
du systéme. Ainsi, I'évolution quasi-statique estigernée Montre en particulier que I'existence de valeursppes
parl'équationdifférentielle de Biosouslaformecompacte ~ constantes et positives pour 'opérateji(t) n’entraine pas

W (@A) +D,(q,1)=0 nécessairemetiinstabilité dela solutionévolutiveassociee.
g ! q ! N . .. . .
(7) Dans le cas ou le potentiel de dissipation est iGuiage,
d0)=q, ,A=A¢) , Ot <+ on obtient comme condition de stabilité asymptatida
stricte positivité de la seconde variation de |i§netotale :
ANALYSE DE STABILITE 5*W =W, [50,5q] >0 , 08q %0 , Ot (11)

Les études de stabilité ou de bifurcation a paftin état
d’équilibre, pour des solides élastiques ou élatdstiques,
ont fait I'objet d'importants travaux dans la liiéture [7],
[9], [11]. Dans ce travail, on s'intéresse a lebgi de la
réponse quasi-statique d'un systeme dissipatitdstah qui
représente une notion plus forte que la stabiliégulibre.
Pour un solide soumis a un trajet de chargememéjda
stabilité de sa réponse, sous leffet de perturbati
appliquées, traduit la continuité uniforme de lauton par
rapport aux conditions initiales. Notons que lediesle
cette extension est également motivé par les iilisésb
observées expérimentalement pour des solides wigqu
(visco-élastiques et visco-plastiques) et donufdification
par I'analyse de bifurcation n'a pas été possiblans ce
qui suit, nous allons donner quelques résultategéx de
stabilité d’'une réponse évolutive pour un systeissipatif
gouverné par I'équation (7). Pour un trajet de gharent
A(t) donné, la résolution de (7) nous donne une éwoluti

Méthode par estimations directes

Pour des potentiels de dissipation convexes mais no
différentiables (comportements visco-plastiquesétasto-
plastiques), la méthode de linéarisation ne pegmiquer.
On utilise donc une méthode directe d’'estimaticspirée
des méthodes de régularisation visco-plastiquenvisa
montrer I'existence et l'unicité d'une évolutionaéto-
plastique avec écrouissage, ainsi que sa contiraie
rapport aux données initiales (voir [8]). Les déstoations
complétes sont données dans [2], [3] ; nous ne etons
Sei que les principales étapes, hypothéses et usiucis. Le
potentiel de dissipationl? est supposé convexe, a seuil et
indépendant de I'état actuel. Ainsi le domainetéas C
est un convexe indépendant de I'état et contenant
strictement I'origine a son intérieur. Puisquen’est pas un
mécanisme dissipatif en visco-plasticité et élgdasticité,
les équationd’évolutionsontdonnéegpar:

. . 7 0 0 0 —_
quasi-statique fondamentale notéeg (t) = (u t),a (t)) W, (u,a,4)=0

dont I'étude de stabilité sera faite en suivant xdeu — = . _
approches complémentaires. Weu,a,A)+Dy(@,A)=0 (12)

. N : q0)=q, ,A=A¢) , 0st <o
Méthode de linéarisation (stabilité asymptotique)
On étudie la stabilité d’une solutioq’ (t) bornée avec les
Lorsque le potentiel de dissipation est réguliemypothéses usuelles sur le chargement et I'éneagie
essentiellement en visco-élasticite, la méthode dgisinage de cette solution. Parmi ces hypothémetse la
linéarisation peut étre appliquée. D’apres (7)gudtion (ifférentiabilité de I'énergie et sa convexité &ortil est
linéarisée autour de la solution fondamentlét) s'écrit:  SUPPOS€ que ses dérivees sont bornées au voisteage
—_— * — * 0 ) £ rrLz .
qu g +ng @ =o ,0t>0 @ ¢ (t) . L'étude de stabilité consiste, comme pour la meu
’ ’ du théoréme de Lyapunov, a montrer que pour urmefai
0 _ _ _ _ perturbation appliquée, la solution perturbée raspeoche
I’opérateur[)’qq est inversible et I'équation (8) équivaut a :de la solution fondamentale pour tout instant
. . — -1 _—¢ Le principal résultat obtenu dans cette analysegastla
q =y g avecy()=-Dy IV, (9)  stricte positivité de la seconde variation de Igie totale

Pour un potentiel de dissipation strictement comyex



du systéme est une condition suffisante de staliit son
évolution quasi-statique.

CRITERE DE SECONDE VARIATION D’ENERGIE

Nous avons montré que la stabilité de la réponsssiqu
statique d'un solide dissipatif standard (élastsptjue ou

visco-plastique) est assurée par le critere deipibside la

seconde variation de I'énergie totale du systeme :

62W:qu [6q,6q] >0 ,00g#0 ,0t (13)

Dans le cas d'un solide visco-élastique a potentiel
dissipation quadratique et convexe, nous avonsésultat
plus fort de stabilité asymptotique avec ce méniérer

Il est intéressant de comparer les résultats obteour la
stabilité d’'une évolution quasi-statique avec lésuttats
existants relatifs a la stabilité d’'un équilibreorGidérons
pour cela quelques cas de comportements partisular

nous avons établie, et qui porte sur le critereselonde
variation de I'énergie, présente une certaine @ialavec

le critere de non-bifurcation de Hill. En générdd
condition de stabilité établie (13) est plus conative que

la condition de non-bifurcation de Hill. En revaeclsi le
paramétrea engendre tout I'espace, alors ces deux critéres
coincident ce qui est le cas pour des modéles degso

DISCUSSION ET CONCLUSIONS

Dans cette étude, nous avons montré que le crdére
positivitt de la seconde variation de I'énergie ase
condition suffisante de stabilité pour la réponssasi
statique de systémes standard dissipatifs gouvepaés
'équation de Biot étendue. On a montré égalemem q
cette équation d'évolution, écrite sous une formmgacte
et unifiée, inclue une large classe de matériaugcv
élastiques, visco-plastiques et élasto-plastiqu2s)méme,

exemple, lorsque le comportement est completemegs modeles a gradients peuvent se mettre sous ce

réversible (évolution purement élastique) on reteobien
le critére de I'’énergie bien connu dans la thédeiestabilité
d’équilibres élastiques. Cependant, notre appraidmene
non seulement une autre preuve de ce critére érmprgg
en considérant I'équilibore comme un cas particuliier
trajectoire associée a un chargement fixe, maiples le
résultat que I'on obtient est plus fort puisqu’ibnire que
toute I'évolution quasi-statique est asymptotiquetnstable
sous la condition de stabilité élastique. Il edéressant
aussi d'analyser le cas ou le paramétreest le seul

formalisme moyennant I'introduction des gradieritsdres
supérieurs dans les expressions des potentielsergién
libre et de dissipation. Ceci montre la portée,eass
générale, du critere de stabilité obtenu dans édtige.
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