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Résumé— Cette contribution porte sur la prédiction destiaction diffuse dans le contexte des tbles
métalligues sous changements biaxiaux. A cetted@ux approches sont considérées, a savoir la
théorie de bifurcation et le principe de force maximn, avec une analyse critique et une comparaison
systématique de leurs prédictions respectives.drassion bien connue du critere de striction défus
de Swift, dont l'origine est attribuée au princige force maximum, est montrée ici découler de
I'approche de bifurcation, ce qui permet de luimlmune justification et des fondements plus selide
Mots clés— bifurcation, principe de force maximum, strictidiffuse, tbles métalliques étirées

1. Introduction étendue

Dans la littérature ayant trait aux instabilitéagpiqgues en général, et en particulier dans leegtat
de la mise en forme des toles métalliques, un gnamabre de critéres de limites de formage ont été
développés. Cependant, une comparaison rigour¢@gmmfondie de leurs fondements théoriques et
hypothéses sous-jacentes n'est pas apparue. Uaekbaustive de ces criteres se révele difficile a
établir compte tenu de la multitude de variantesta®rt pour certaines approches. Une analyse
bibliographique montre cependant que ces criteeesgnt étre classifiés en catégories distinctes, en
fonction de leurs fondements théoriques ou physique

Pour des tdles métalliques étirées, deux formestragion peuvent apparaitre, a savoir la striction
diffuse et localisée. La striction diffuse précédméralement la striction localisée, et il est reaiant
bien établi que les déformations maximales adnesesise en forme sont délimitées par I'apparition
de la striction localisée. Pour ces raisons, l@gtudes courbes limites de formage (CLF) songfac
a localisation. D'un point de vue expérimental, &sF sont obtenues a striction localisée pour
différents trajets de chargement (traction uniaxisdaction plane, tractions biaxiales, ...) utilisdas
essais de Marciniak ou Nakazima avec des échargtitle différentes largeurs. A noter que ce concept
de CLF a été initialement introduit par Keeler [16f Goodwin [10] afin de déterminer les
déformations critiques pouvant conduire a des pidégectueuses.

Les premiers criteres d’instabilités plastiqueseétabasés sur le principe de force maximum,
comme initié par Considere [5] dans le cas unidsimmel et étendu par Swift [24] au cas
bidimensionnel pour des applications aux téles higtas. Ces critéres, dans leur forme originale,
étaient formulés pour prédire la striction diffuBdus tardivement, ces critéres basés sur le pendé
force maximum ont été étendus par Heral.[14] et ensuite par Mattiassen al. [20] afin de prédire
la striction localisée, et des versions enrichies &é développées pour prendre en compte certains
effets, tels que I'épaisseur, le changement dettdg déformation, ... etc. A noter que le critére de
striction localisée de Hill [12], basé sur I'appam d’'une bande d’extension nulle mais qui est
néanmoins restreint a la partie gauche de la Clgt¢ aéveloppé dans la méme période que le critére
de striction diffuse de Swift.

Une autre approche, postulant I'existence d'un wtéfimns la tble métallique, a été proposée par
Marciniak et Kuczynski [19]. Dans sa version org@) le modéle de Marciniak—Kuczynski (M—K)



peut étre vu dans un sens comme une approche coemtidire au critere de Hill [12], puisqu’il ne
peut pas apparaitre de bande d'extension nulle @ademaine d’expansion biaxiale positive (i.e.,
partie droite de la CLF). Cependant, puisque letgin localisée est observée en pratique dans le
domaine d’expansion biaxiale, une imperfection géigue devait étre introduite dans le modele M-
K pour reproduire ce phénoméne, ce qui pourraitrfiowne certaine justification a cette approche de
type imperfection. Ce modéle a ensuite été éteadiHptchinson et Neale [15], pour la prédiction de
la partie gauche de la CLF, en autorisant I'impaif® sous forme de bande a tourner dans le plan de
la tle jusqu’a ce qu’une striction localisée sidgitectée.

La théorie de perte de stabilité matérielle de Reug7] et Hill [13], connue aussi sous le nom de
critéere de bifurcation général, représente unecatlisse d’approches de prédiction de strictiomsDa
cette méme classe d’approches, un critere de biforcpar point limite a été proposé plus tard [27]
et il a été montré que pour une plasticité assptaseprédictions du critere de bifurcation pampoi
limite coincident avec celles du critéere de biftiara général. Pour la striction localisée, Storén e
Rice [23] ont établi un critere de bifurcation basg la perte d’ellipticité (i.e., singularité denseur
acoustique), qui est parfois aussi connu sous fa de critére de bifurcation discontinue (voir
Rudnicki et Rice [26], Rice [25]). De la méme maajécertains auteurs ont suggéré I'utilisation du
critere de perte d'ellipticité forte (voir Bigont ¢lueckel [4], Neilsen et Schreyer [22]), qui a été
montré coincider avec le critére de Rice pour degétes de plasticité associée.

Une derniere classe importante de critéres est telsée sur la théorie de stabilité. Dans cette
approche, les phénomenes de striction et de latialis sont traités par I'analyse de stabilité des
équations d'équilibre locales. Le point de dépatteelui du concept mathématique de stabilité qui a
été introduit par Lyapunov [17] et communément @@ aux problemes de stabilité de structures
(voir, par exemple, [1]). La technique de pertudratinéaire associée a été étendue aux problemes
d’'instabilités matérielles par Molinari et Cliftoj21l]. Pour étudier le taux de croissance de la
perturbation, les équations correspondantes suofdriisées et le probleme de valeurs propres rasulta
permettra de caractériser les modes stables @ablast Pour des modéles de comportement dépendant
du temps physique, cette approche peut étre vueneonme alternative intéressante a la théorie de
bifurcation; cette derniére étant connue ne pasplguer pour des matériaux sensibles a la vitdese
déformation. Dans la limite d’'une sensibilité nullda vitesse, il a été montré que cette méthodwlog
permettait de retrouver le critere de bifurcatienRice (voir Barbieet al.[2], Benallal [3]).

De l'analyse précédente des différentes approchgsétliction de striction et de localisation, une
observation intéressante peut étre faite. En edffets que les analyses basées sur I'approche MK o
sur le principe de force maximum ont été largenuitisées dans la littérature, peu d’applicatioes d
la théorie de bifurcation de Rice ont été faitesrpla prédiction des limites de formage des tbles
métalliques, lesquelles sont essentiellement iattea des hypothéses de contraintes planesest a d
simples modeles de comportement (voir Doghri etaBlbn [6]). Plus récemment, I'approche de
localisation de Rice a été adoptée pour étudielingtes de ductilité de matériaux métalliques (voi
Haddaget al. [11], Mansouriet al. [18], en utilisant une modélisation phénoménolagicdu
comportement, ou Fraret al. [8], au moyen d’une approche micromécanique). ©sés fondements
théoriques solides et rigoureux, I'approche derbétion a aussi I'avantage de fournir un outileutil
d’analyse de I'impact des mécanismes microstrugtursur les limites de ductilité de matériaux
polycristallins (voir Franet al.[8, 9]).

Dans la présente étude, I'attention sera restraifaeprédiction de la striction diffuse dans @s4
métalligues soumises a des chargements biaxiaug am plan. Bien que linvestigation de la
striction diffuse, en tant qu’approche pour lesités de formage, puisse étre vue comme conservative
lorsqu’elle est comparée aux prédictions de strictbcalisée, il y a néanmoins un intérét dans une
telle analyse. Au-dela de son intérét académiqieest; le développement d’expressions explicites
pour les modules d’écrouissage critiques permettiaisélectionner des trajets de chargement qui
soient moins favorables a la striction, et peutsiaitre utilisé pour concevoir des essais
spécifiguement dédiés a l'identification de paras®tmatériaux utilisant des tests mécaniques
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homogénes. A cette fin, deux approches sont étsididedétails : le principe de force maximum et
I'approche de bifurcation. Leurs capacités respestia prédire ce type de phénomeénes d’instabilités
géométriques sont systématiquement compareées fffiredts modeles de comportement.

Le contenu du papier est décrit comme suit. Toabakd, la position du probléme est clairement
exposée en donnant les principales équations goanelanalyse de bifurcation et le principe de
force maximum. Certaines restrictions concernatelidue de validité du principe de force maximum
sont aussi mises en évidence et discutées. Engnéeitude préliminaire illustrative est menée dans
cadre de I'élasticité, ou les prédictions des dentéres sont montrées différer significativemeng,
qui confirme qu’ils sont basés sur des concepts Histincts. Le cas de I'élasto-plasticité est @lor
considére, et les états critiques de déformatiorde econtraintes sont déduits pour les deux cetere
sous forme d’expressions analytiques valables poarvariété de modéles d’écrouissage. L'analyse
est ensuite étendue au cas rigide-plastique, oipiesiles résultantes sont montrées représenter ave
précision les états critiques élasto-plastiques plaufaibles rapports du module d’écrouissage par
rapport au module de Young. Enfin, les prédictides deux approches sont analysées de maniere
critique et discutées en détails. Il apparait, aniqulier, que I'expression bien connue du critdee
striction diffuse de Swift, qui est attribuée déendittérature au principe de force maximum, esitl
basée sur l'approche de bifurcation, ce qui luirdornles fondements plus solides et justifie son
utilisation assez répandue dans le domaine deenisgrme des téles minces.
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