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RESUME. Cet article décrit le développement d’un nouvel élément fini prismatique SHB6 de
type solide-coque, obtenu a partir d’une formulation purement tridimensionnelle. Cet élément
posséde six nceuds et cing points d’intégration répartis selon la direction de I’épaisseur.
L’objectif étant d’avoir des éléments a géométrie volumique capables de modéliser des
structures minces, tout en prenant correctement en compte les différents phénoménes a
travers I’épaisseur. Afin d’améliorer ses performances de calcul et d’éviter certains
blocages, I’intégration réduite a été employée. On montre d’abord que cette sous-intégration
ne génére pas de modes de hourglass. Ensuite, on met en évidence que I’élément SHB6, sans
aucune modification ou projection de son opérateur gradient discrétisé, peut souffrir de
certains verrouillages de type cisaillement transverse ou membrane.

ABSTRACT. This paper presents the development of a new solid-shell finite element “SHB6”
derived from a purely three-dimensional formulation. It has six nodes as well as five
integration points, all distributed along the *“thickness” direction. The main goal of this
research is to develop low-order solid elements that are able to model thin structures while
correctly taking into account the various through-thickness phenomena. In order to improve
its calculation performances and to prevent some locking phenomena, reduced integration
was used. We demonstrate first that there are no hourglass modes generated by the reduced
integration. On the other hand, we show that, without any modification or projection of its
discrete gradient operator, the SHB6 element could suffer from some membrane and shear
locking phenomena.

MOTS-CLES : Coque massive SHB6, Hourglass, Verrouillage en membrane et cisaillement.
KEYWORDS: SHB6 solid-shell, Hourglass, Shear and membrane locking.
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1. Introduction

Un effort important a été consacré ces derniéres années au développement
d’éléments finis de type coques volumiques. L’objectif est de disposer d’éléments
permettant de modéliser des structures minces, a faible co(t, tout en facilitant la
connexion avec les éléments volumiques traditionnels. Parmi ces travaux, on peut
citer (Lemosse, 2000), (Sze et al., 2000), (Abed-Meraim et al., 2001, 2002), (Legay
et al., 2003), (Chen et al., 2004). Un élément hexaédrique de cette famille appelé
SHBB8PS a été récemment développé, on se propose ici de le compléter par son
équivalent prismatique SHB6. Afin d’améliorer I’efficacité de I’élément et de
réduire certains blocages en membrane et cisaillement, I’intégration réduite est
employée. Cette technique se retrouve aussi dans les travaux de (Zienkiewicz et al.,
1971), (Pawsey et al., 1971), (Hughes et al., 1977), (Flanagan et al., 1981) et bien
d’autres. Cependant, le recours a la sous-intégration peut conduire a des éléments
instables caractérisés par la présence de modes a énergie nulle dits aussi modes de
hourglass.

2. Formulation de I’élément coque volumique SHB6

2.1. Interpolation de I’élément

Pour cet élément linéaire isoparamétrique a six nceuds SHB6, les coordonnées
X, et les déplacements u, sont relies aux coordonnees et déplacements aux nceuds

X, et u, ,respectivement, au moyen des fonctions de forme N, par les formules :

Xi=Xi|N|(§1771§)ZZT:1XHN|(§1771§) .
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ou les fonctions de forme linéaires N (&,7,¢) sont données par les expressions :
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2.2. Opérateur gradient discrétisé

Pour obtenir une forme explicite de I’opérateur gradient discrétisé, nous allons
développer le champ de déplacement en une somme constituée d’un terme constant,



de termes linéaires en x;, et de termes faisant intervenir les fonctions h,
(e =1,2). Ceci est rendu possible par la combinaison des équations [1] et [2] :

{U. =a, +ax+a,y+az+ch +c,h

_ [3]
i=123 h=nl h=¢&

En évaluant I’équation ci-dessus aux nceuds de I’élément, on arrive aux trois
systemes de six équations suivants :

d :aOi§+a1i5+a2iX+aaiZ+Clih1+C2ih21 =123 [4]

o 8" =(1,1,1,111), h; =(0,0,-1,0,0,1), h, = (0,-1,0,0,1,0) et les vecteurs d,
et X, (i=12,3) désignent, respectivement, les déplacements et les coordonnées
aux noeuds Les constantes mconnues a, et c, de I’équation [4] sont obtenues par
I’introduction des vecteurs b de (Hallqmst 1983) deéfinis par :

b/ =N,(0,0,0), i=12,3 [5]

d, J Cai:ZL.gi
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Ceci permet d’exprimer I’opérateur gradient discrétisé sous la forme pratique :

[6]
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Notons que le développement de cette expression de B est basé, entre autres,
sur les relations d’orthogonalité suivantes que I’on démontre au préalable :

QT-bazo , QT-SZO , b' - x =6.
L, 8

hl-s=0 , h'-h,=25, , i,j=1..3 ap=12

Dans une approche standard en déplacement, la matrice de rigidité est
déterminée simplement par la formule suivante :
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2.3. Analyse des modes de hourglass pour I’élément SHB6

Les modes de hourglass sont des modes non-physiques qui sont générés par
I’intégration réduite. Ils produisent une énergie nulle alors qu’ils devraient induire
une déformation non nulle. Cette anomalie s’explique par la différence, qu’induit la
sous-intégration, entre le noyau de I’opérateur de rigidité discrétisé et celui continu.

Analysons maintenant le noyau de la matrice de rigidité obtenue par sous-
intégration. Dans ce cas linéaire, la rigidité est obtenue par intégration de Gauss :

5
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On voit ainsi que I’examen du noyau de la rigidité sous-intégrée revient a
I’étude du rang de la matrice B. En d’autres termes, il suffit de rechercher les

modes de déplacement X a déformation nulle, c’est-a-dire vérifiant :
B(¢) X =0 v¢, [11]

Il est naturel de retrouver dans le noyau de la rigidité les modes de mouvements
de corps rigides (trois translations et de trois rotations). Ainsi le noyau de
I’opérateur continu de rigidité est de dimension six et se réduit aux seuls modes
rigides suivants :

SY( OV ( oY ¥\( 2\ 0
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On vérifie aisément que chacun des six vecteurs colonnes ci-dessus satisfait a
I’équation [11] et appartient donc au noyau de la matrice de rigidité. Nous allons
montrer que, outre les modes rigides précédents, il n’y a pas de modes qui annulent
I’opérateur gradient discrétisé [7]. Construisons la base suivante de dix-huit vecteurs

s 00 y z 0 x 000 00 h 0 0 h 0 0
0 s 0 -x 0 z 0 x 0 y 00 0 h 0 0 h 0
000 s 0 —x -y 00 x 0y z 0 0 h 0 0 h



On peut montrer que les vecteurs ci-dessus sont linéairement indépendants dans
I’espace vectoriel des déplacements discrétisés de dimension dix-huit. Comme les
douze derniers vecteurs ne vérifient pas I’équation [11], on montre alors qu’il n’y a
pas d’autres modes que les modes rigides qui annulent I’opérateur gradient
discrétisé donné en [7]. Autrement dit, I’élément SHB6 ne présente pas de modes de
hourglass.

3. Résultats numériques de cas tests

Pour évaluer ce nouvel élément SHB6, nous I’avons testé sur un ensemble de cas
tests élastiques. Pour chaque cas test, le résultat obtenu est comparé, d’une part, a la
solution de référence, et d’autre part, a la solution donnée par I’élément volumique
existant PRI6. Dans la suite, on présente un seul cas test pour illustrer. C’est le cas
test de la poutre vrillée encastrée et soumise a un effort tranchant a I’autre extrémité.

Ce cas test est devenu une référence pour tester les éléments de coques. En effet,
la géométrie vrillée d’un angle de 90° conduit & des éléments distordus rendant ainsi
ce cas test assez sévere en termes de verrouillages.

PRI6  SHB6
Nombre Uz/Uré Uz/Uré
d'éléments f f

12x8x1 0,202 0,470
24x8x1 0,485 0,777
30x16x1 0,591 0,828
48X16x1 0,764 0,923
96x32x1 0,894 0,978

Figure 1. Géométrie et chargement Tableau 1. Déplacement normalisé selon
pour la poutre vrillée. Oz du point A de la poutre vrillée.

La figure 1 ci-dessus donne la géométrie de la poutre vrillée, les conditions aux
limites et le chargement appliqué. L’extrémité gauche de cette poutre est encastrée
et un effort tranchant P = 1N est appliqué a son extrémité droite. Les
caractéristiques géométriques et matériau pour ce cas test sont données comme suit :
longueur L = 12m, largeur | = 1,1m, épaisseur h = 0,32m, module d’Young E =
29.10° Pa, coefficient de Poisson v = 0,22. La solution de référence pour ce
probléme est donnée dans plusieurs références de la littérature. Pour ce chargement
P, la fléche du point A dans la direction Oz est égale & 5,42x107° m.

Le tableau 1 ci-dessus donne les résultats normalisés pour ce cas test en termes
de convergence en fonction du nombre d’éléments dans le maillage. On voit que
I’élément SHB6 converge bien et plus rapidement que I’élément PRI6.



4. Discussions et conclusions

Un nouvel élément de coque massive SHB6 a été formulé et implanté dans le
code de calcul INCA. La version actuelle se comporte de fagon relativement
satisfaisante, puisqu’elle converge assez bien dans plusieurs cas tests programmeés.
D’ailleurs, les résultats montrent qu’il est plus performant que I’élément solide
PRI6. Toutefois, I’élément SHB6 montre encore des verrouillages (membrane et
cisaillement transverse) dans certaines configurations. Il est donc nécessaire de
continuer I’effort sur [’amélioration de son opérateur gradient discrétisé
(projections, ‘assumed strain method’, etc.) pour arriver a réduire les verrouillages
rencontrés.
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